itobert Hoistetter
FHILOSOPHISCHE GRUNDLAGEL VON MATHEMADIK UnD LOCIK.
BEMBRKURGEN ZU WITTGENSTEINS TRAKTAT

Es gibt verschiedene liglichkeiten, den Traktat zu inter=
pretieren, Iir die einen ist er ein ethisch - metaphysisches Verk,
{Ur die znderen ist er ein Buch iber Logik. Ich glaube, dal diese
Zichtweisen einander nicht ausschliefen, sondern erginzen sollten,

l.eine Arbeit beschiaftigt sich naturgemiB vorwiegend mit den logischen

Aspekten ces Tractatus.

Wittgensteins Uberlegungen knipfen unmittelbar an jene Ge=
canken an, die in:den Principia Mathematica zum Ausdruck gebracht
wurden., Russell war bei dem Versuch, die Mathematik logisch zu be=
grinden, auf eine Antinomie gestofen. Um zu versiehen, worum es
geht, ist es notig, vorerst einige Definitionen aufzustellen.
Def. 1: ¥ine Menge heift dann undé nur dann normal, wenn sie sich
celbst nicht als Element enthilt.

Lin Leispiel widre die lenge der Mathematiker. Die Menge selbst ist
kein Mathematiker und daher auch nicht Element ihrer selbst.
Def. 2: Eine Menge heift dann und nur dann nicht - normal, wenn
sie sich selbst 2ls Element enthzlt.

Als beispiel konnte die lienge aller denkbaren Dinge dienen. Die
l.enge zller denkbaren Dinge ist selbst denkbar und daher Element
ihrer selbst.

Def. 2: " N " sei die lienge aller normalen Mengen.

Es stellt sich nun die Frage: Ist N selbst normal oder nicht -
normal?

Nehmen wir an, daB die lenge N normal ist. Dann ist sie
Element ihrer selbst. Denn N enthi#lt laut Def. 3 alle Normalmengen.
iber in diesem Fall ist N nicht - normal, weil eine Menge, die sich
selbst als Element enthZlt, nach Def, 2 nicht - normal ist.

Wenn I dagegen nicht - normal ist, enthdlt sie sich selbst
zls Element., Es kime also unter den Elementen von N eine aznomale
Menge vor ( ndmlich sie selbst ). Dies widerspricht aber der Def.
von N, denn danach darf N nur Normalmengen enthalten.

Um illegitime Gesamtheiten zu vermeiden, fiilirte Russell
das Zirkelfehlerprinzip ein. Danach kann keine Totalitdt Glieder
enthalten, die nur in Termini dieser Totalitdt definierbar sind,
oder Glieder, die diese Totalitit umfassen oder voraussetzen.

Die LOsung gelang mit Hilfe der TypentHeorie, bei der
alle Gegenstinde und Mengen hierarchisch geordnet verden: auf der
untersten Stufe finden wir nur Individuen, auf der 2. Stufe Mengen
von Individuen, auf der 3, Stufe liengen der 2. Stufe usw. Eine
menge kann prinzipiell nur lengen niedrigerer Stufen als Elcecmente
euthalten. Der Eegriff einer anomalen lienge kann nicht mehr ce=
bild¢t werden., Lazher verschwindet innerhalb der Typentheorie die
Russellsche Antinomie,
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Abkiirzungen und Symbole
Junktoren }
Quantoren

logische Konstanten

Konjunktion: logisches Produkt
Disjunktion: logische Summe

" nicht »
11} und "
fl7 " weder

oo "

n o

p noch q v

Gebrauch von Punkten:
"oy n’ "t

logischen Produkts. Der allgemeine

Zahl von Punkten eine HuBere Klammer anzeigt,
aber eine innere Klammer. Der Bereich einer

wenn ,..,dann ,,., "
dann und nur dann, wenn "

Punkte unmittelbar nach und vor Zeichen wie
,"=" dienen dazu, eine Proposition wie durch Klammern
abzutrennen; sonst vorkommende Punkte dienen

als Zeichen eines

Crundsatz ist, dag eine groflere
eine kleinere Anzahl
durch eine Punktgruppe

angedeuteten Klammer reicht rickwirts und vorwidrts iiber jede kleinere

Zahl von Punkten bis wir entweder

i

Vo9 D.«.?\//:

viiog. Q.9 v /2

T
/9 .

e

an das
position gelangen oder zu einer griferen

/4

%ohm alz.
Somm ale

Ende der behaupteten Pro=
Anzahl von Punkten.

(pvg) = (4vp)

v[? _— (7\//:)_/

.7/17/; f'éaf:‘oa
d}tl«'uq/:nz

(<) " es gibt mindestens ein x "
( x) " fiir alle x "

(x) : ? x .. L)Ux

(X) : g)x‘.é, Y X
"1.3’{ J-,,'g )V.‘I»//ﬁa.'ramo.j/.'q /:‘ca'rt'u /(a'nn.:u w' s

durch Schemata folgender Art darstellen
(»We bedeuter »wahr«, »F« »falsch«. Die
Rethen der »We« und »F« unter der Reihe
der Elementarsitze bedeuten in leichtver-
stiandlicher Symbolik deren Wahrheits-
méglichkeiten):

plalr Pl a P
v | w]|w V| w W
rFlwvlwv  EFlw  F
wlr|v  wl|F T
w|wv|Fr  F T
"F|F|w

FTlw|F

w|Erlr

Flr |

Um cine Tautologie als solche zu erkennen,
kann man sich, in den Fillen, in weldhen in

6.120}

der Taurologie keine Allgemeinheitsbezeidh-
nung vorkommt, folgender anschaulichen
Methode bedienen: Tch schreibe statr »pe,
»qu, »re ctC. » WpTe, »Wql«, »Wrl« etc.
Die Wahlirheitskombination driidke ich durch

Klammern aus. Z.B.:
AL

) N
Wop F Wog F
Z Y,
und die Zuordnung der Wahr- oder Talsch-
heit des ganzen Sarzes und der Wahrheits-

A

——

e

kombinationen der Wahrheitsargumente
durch Striche aufl folgende Weises
+F
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(b~'b-d~-d) (‘b upu

pun b pun td npm w::. d) uon

(d-b) dpunbd
(d~ 'b) "d ypru pun b

(b~ ‘d) ‘b apiu pun d

(b} d)

12po (b~ d~) *b 1pou d sapagy
L

d

(b=d)

‘d os ‘b unaa pun tb os 'd yuay
(d~b:a:b

~-d} ‘ap1aq up1u saqe ‘b sapo d
(d~) d npiN

(b~} b N

(bad) ‘b sapo d

{bCCd) bos*d uuay

(dCH) -d o5 b uuay,

{(b-d) ~) -b pua d sapraq ey
(bCh - dCd)

yIprauoy

G g o )
ODC 3 a m
(') (a0 A )
Oy g o o)

(bdy(m a4 D
(LY (4 o A )
(bd) &t o A)

(B {m o a)

LCRUINE B )
(bed) (an ot A o)
(bd) (a4 )
O o m A
(bed) (a4 A )
(CRURE P 4 M)

ruano w (bd) (A A A D

(bos ‘b uuam puntd os ‘d wusy) aidojorney, (b d) (A A A)

:_UQ_U._—_Um:_—— nuy ._n-m:_ow_o._ LH U
uU—_Jm —:quU CM —_udm :mer._ ...UN.__Mwl_n:_uf:u_mH
uoA _—_CNS(- ._u_uum :.u:cmuu—::hm“_u-_‘:_ﬁ\.// 21 101°§

W Sk K SF U W O 6 8 L 9 & 4 ¢

Pu\\d\“ Vu.ﬂ%..%\“\v “lﬂ&\n &NN‘
QU\V r\.,k(«WN <= \U\v\xﬂk..vﬂxwg >

rqu.,oﬂVu.%%.n.\ﬂ\. 2/ = s\N

\N -

AN A SR AT A A 47

ey bene y - L7
AR e At A A7

Y oy
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Disjunktive Normalform

P Qg P q

§ W v r~

W F F B— Konstituenten
TP

r T W 1P ATy

Disjunktive Hormalform: (/,,\? )\,(ﬁ,ﬁ A 7) v (-vp A 7)

Wir bilden die disjunktive Normalform in folgender Weise:

1 ) Ist der Wahrheitswert des Ergebnisses wahr, so wird eine
Konstituente gebildet; ist der Wahrheitswert falsch, so wird
keine Konstituente gebildet. .

2 ) Ist eine Variable mit W belegt, so wird sie nichs negiert;
ist sie mit F belegt, so wird sie negiert. die Variablen
werden innerhalb der Konstituenten konjunktiv verkniipft.

3 ) Die so gebildeten Konstituenten werden disjunktiv mitein=

ander verbunden.

Machen wir die Probe, indem wir fiir die disjunktive Normalform

die Wahrheitstabelle aufstellen:

p ¢ | (pag)v(apag)v(apara)
WO @ v P FW W F F F
W F F F F FF F F F W
F W F w w@®&vw w wF F
? F F P W FF W w@u

Das Ergebnis zeigt also dieselbe Wahrheitsverteilung wie (p — 9).

Uberlegen wir uns, wieso die disjunktive Normalfofm eine bestimmte
Aucsageform richtig wiedergibt! Jeder Xonstituent ist nur in
einer Zeile wahr, in allen anderen Zeilen falsch. In dieser Zeile
tritt als Ergebnis in der VWahrheitstabelle der Wert W auf. Is
genligt ja, daB ein Glied der Disjunktionsreihe den Wert VW hat,

damit die ganze Aussageform den Wert W annimmt., In jener Zeile,
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wo als Lrgebnis cer VWert F auftritt, kommt cdagegen 2llen Kon=

stituenten der Vert F zu.

Bevor wir azus dem Gesagten allgemeine SchluRfolgerungen ziehen,
wollen wir noch die Eildung der disjunktiven lormalform anhand

eines ceispiels mit 3 Aussagevariablen iiben:

P g r (p™aq)(q—r)

Wow oW W W W pAg oA

W W T W F F

W F W F W W pPATg A A

W F F F W W pAatTgATa
F W W W W W | TpoAg Ak

P W F W F F

F F W W W W TP AT ? A R
F P F W W W TP ATY AR

Disjunktive Normalform:
(,F A 9 A X ) v (,P AT ?.A Nt ) v </P A 7t7‘A T ) v
('1[9/\\7/\/1) \’("/)/\‘lti/\)!.>\/(7/$/\1\7/\-74)

Wir haben gesehen, daB wir in der disjunktiven Normalform mit
Hilfe von Negation, Konjunktion und Disjunktion alle anderen
Wahrheitsfunktionen ausdriicken ktnnen. Gelingt es uns zu zeigen
daf wir mit A bzw. mit ¥ sowohl -, A als auch v ausdriicken
kdnnen, so ist der Dbeweis erbracht, daB X bzw. v allein fdhig

sind, =2lle anderen Wahrheitsfunktionen auszudriicken,
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Exklusion ( Unvertriglichkeit )
~ " p und q sind nicht beide wahr "
Die Exklusion iest dann und nur dann falsch, wenn beide Lus=

sagen wahr sind.

I PAQq
W W F
W F W
POV W
FOF W
Rejektion
v " weder p noch q "

Die Rejektion ist dann und nur dann wahr, wenn beide Aussagen

fzlsch sind.

P g Pv g
WO F
" F

W P
F F W

prg 2 lp~y)

/,) v y—— 7 (/’) v .7)

A~ symbolisiert das negierte A , v das negierte v..

—

T AP
rrg (PR ) A (43 y)
prt T (pag ) A (pag)
T Yop
Py T (p
P (p

<
~
g
<l
i
<1

<)

=

<j

~

<j
T SRV

—
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Die allremeine Torm des Satzes

6 ie allgemeine Torm der Wahrheitsfunktion ict:
Cp o §. N[
Dies ist die allgemeine Form des Satzes,

5.5 Jede VWahrheitsfunktion ist ein Resultat der successiven
Anwendung der Operation ( - - - W ) ( g y + « o ) auf
Elementarsidtze.

A steht fiur alle Elementarsidtze
(§, Coe . ) steht fir eine beliebige lenge von Sttzen

(%) Abkiirzung

Der Strich liber der Variablen deutet an, daB sie-ihre simtlichen
Werte in der Klammer vertritt.

P g Pl a

W W P

W F F Operation ( = = - W )
W F

F F W

n{e MorQuu

/’I'y’-HP:’-?H"(f'V?) | "I/‘J/\'Igi
N(S)“" Operafion('“" \'\/)(ﬁ,...)

sdmtliche Satze werden negiert und durch Konjunktion miteinander
verbunden.

g hat einen Vert: N
f hat 2 VWVerte: !
§ hat 3 Werte:

)“"*7/:

(
( ) - 'Yf A9
(

2 Z

[ Bt [t

) “f” 1,: ATg A T T

P Q@ r T PATQgQATT
W W | P FF FPF
W WP | F FTF F
WF W |F P WFTF
WP P | P F WPF W
P W W |WPPTFF
F WP |WTF F oW
P F'W | W VWUWPFPF
F P Tl wuwyvw@@uw

Assoziativgesetz der Konjunktion:

(/:/\?>/\r "‘"[:A(7/\r)

L W e i S e+ R T I A A

e e 1 B e s+ e .
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Es s0ll mnun gezeigt werden,wie jede der 16 Wahrheitsfunktionen
durch wiederholte Anwendung der Operation N auf die Elementars=

sditze gewonnen werden kann,

¥ = N (A40) 10 £ q
¢ = N (A44) 14 =
42 ~ N (40, 44)
S~ N (12)
4% ~ N(6, 1)
2~ N (45
46 = N((2,45)
4 = N(A4C)
8 N (42,48)
9 =~ N(9)
43 » N (9, 44,42 )
4 ~ N (43)
A4 - N(9,40) .
3 = N(44Y)y

186 + N (N (44), N (10))

2

¥

NN (N (A4, N (40))

76 - N(N N(N(44), N(10)),
N(N(44),N(40)))
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Interpretation

Junktoren und (uantoren cind durch einander definierbar.
Sie flgen einem zusammengesetzten Satz nichts hinzu, was nicht
bereits in den Elementarsidtzen enthalten ist. Wittgenstein be=
zeichnet es daher in Satz 4.0312 als seinen Grundgedanken, dagB
die " logischen Konstanten nicht vertreten ".

Ihm schwebt eine Idealsprache vor, in der verschiedene
Gegenstdnde durch verschiedene Zeichen zusgedriickt werden, um
lehrdeutigkeiten zu vermeiden. Folgerichtig hdlt er das IdentitZts=
zeichen fur entbehrlich. " Gleichheit des Gegenstandes driicke
ich durch Gleichheit des Zeichens aus, und nicht mit Hilfe des
Gleichheitszeichens. Verschiedenheit der Gegenstinde durch Ver=
schiedenheit der Zeichen." ( 5.53 ) Als Kommentar dazu erfahren w:r
in Satz 5.5303: " Eeildufig gesprochen: von zwei Dingen zu sagen,
sie seien identisch, ist ein Unsinn, und von Einem zu sagen, es
csei identisch mit sich selbst, sagt gar nichts."

Wittgenstein interpretiert die logischen Sitze sls Tauto=
logien ( 6.1 ). Eetrachten wir etwa den Satz " Es regnet oder es
regnet nicht ". Er sagt nichts iiber das Wetter aus. Bie Tautologie
stellt keinen Sachverhalt dar. Sie ist wahr - egal, ob es regnet
oder nicht regnet. Wir miissen uns davon gar nicht erst durch eine
Beobachtung vergewissern. Ebenso verhdlt es sich mit der Kontra=
diktion. Verdeutlichen wir uns ihre Eigenschaften anhand des Rei=
spiels " Es regnet und es regnet nicht ". Die Kontradiktion ist
unter keiner Bedingung wahr. Von daher ist auch Satz 4.464 ver=
standlich: " Die Wahrheit der Tautologie ist gewiB, des Satzes
méglich, der Kontradiktion unmoglich." Satz ist eigentlich immer
die empirische Aussage, ist etwas, das die Wirklichkeit beschreibt.
Tautologie und Kontradiktion stellen streggenommen keine 3dtze
dar, es handelt sich bei ihnen um Scheinsidtze.

Die Traktat - Thesen beruhen auf der Voraussetzung,
c¢aB die uwprache der Abbildung von Sachverhalten dient. Aus diecem

Grund lehnt Wittgenstein das Konzept der semantischen Stufen ab.
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Eine letasprache wirde nicht die Welt abbilden, sondern die
logische CLtrulitur der Abbildung. Der logischen Struktur entspricht
kein Gegenstand, der expliziert werden konnte. Sprache ist im
wesentlichen immer Objektsprache. Abgesehen daveon filhrt die
Hierarchie der Metasprachen zu einrem unendlichen RegrefB. Die letzte
Stufe bliebe untestimmt.

Russell konnte die Folge der natiirlichen Zahlen nur unter
der Annzhme bilden, daf es in der Welt unendlich viele Gegenstinde
gibt. Er muflfte somit ein auBerlogisches Prinzip zu Hilfe nehmen,
um die Arithmetik aus der Logik abzuleiten. Im Gegensatz dazu
vertritt Wittgenstein den Standpunkt, daf " die Logik fir sich
selber sorgen muB " ( 5,472 ).

Seine grundsidtzliche Position kommt in Satz £€.13 zum
Ausdruck: " Die Logik ist keine Lehre, sondern ein Spiegelbild
der Welt. Die Logik ist transcendental. " Der Zusdruck " trans=
cencental " bezeichnet in der Kantschen Philosophie das, was der
Erfahrung zugrunde liegt. Die Logik spielt bei Wittgenstein offen=
sichtlich die gleiche Rolle wie die Aprioris Raum, Zeit, Kausa=
litdt, Sie ermdglicht Erfahrung,stammt aber selbst nicht aus der
Erfahrung.

Damit ein Satz die Realit#t darstellen kann, muf er
etwas mit der Realit#t gemein haben. Er muf die gleiche logische
Form besitzen. Die logische Form spiegelt sich in der Sprache,
Was sich in der Sprache spiegelt, kann nicht gesagt werden, Is
zeigt sich, Die Typentheorie versucht dariiber zu reden, woven nicht
gesprochen werden kann, DaB etwas einem bestimmten Typus angehbrt;
zdhlt zu dem, was sich nicht sagen 1u8t%t.

Die Mathematik wird in enger Analogie zur Logik gesehen,

Auch hier folgt Wittgenstein Bertrand Russell. " Die Fiathematilk
ist eine logische Methode. Die Sitze der Mathematik sind Gleichungen
also Echeinsétze., " ( 6.2 ) Sitze haben die Funktion, Sachverhalte
darzustellen. Da die mathemztischen Sitze keinen Sachverhalt ders=

stellen, kommt ihnen auch nicht der Charakter von Satzen zu.
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]

atz qger

[

Von hier fihrt eine geistige ZIZricke zu 6,21: " Der

t

lizthematik drickt keinen Gedanken aus. " Um diesen Szt

8]

richtig
zu interpretieren,missen wir zunidchst wissen, was Wittgenstein
unter " Gedenke " versteht, Der Gedarke ist das psychische
{orrelat des Satzes oder besser des latzzeichens. Da die mathem.
Gleichungen aber keine Sdtze sind, konnen sie folglich auch
keinen Gedanken zum Ausdruck bringen.

Warum ist es dann iberhaupt moglich, die Mathematik
im rahmen der laturwissenschaften erfolgreich einzusetzen? Hier=
Uber gibt Satz 6.211 Auskunft: " Im Leben ist es ja nie der mathem.
Satz, den wir brauchen, sondern wir benilitzen den mathematischen
Satz nur, um aus 3S8tzen, welche nicht der lNathematik angehoren,
auf andere zu schlieBen, welche gleichfalls nicht der lathematik
angehdren," Die Fathematik garantiert die Sicherheit von Ableitungs=
verhaltnissen. Sie zeigt etwa: Wenn das Gravitationsgesetz stimmt,
mufl zwagsléufig auch das 1, Keplersche Gesetz stimmen, Sollten
die Fleneten von der Ellipsenbzahn abweichen, so bedeutet cas nicht,
die Mathematik ist falesch, sondern eine falsche empirische Vor=
aussetzung hat sich eingeschlichen.

Nach Wittgenstein sollte der Begriff der Kotwendigkeit
fir die Logik reserviert werden. Aus den beiden Sitzen " Einstein
ist ein Mensch " und " Alle Menschen sind sterblich " folgt not=

wendigerweise der Satz " Einstein ist sterblich .

Dagegen bezeichnet Wittgenstein den Glauben an den Zu=
sammenhang von Ursache und Wirkung als einen " Aberglauben ",
( 5.1361 ) Ein Kausalsatz stiitzt sich auf vergangene Zeobachtungen.
Es gibt keine Garantie, daB kinftige Beobachtungen zu den gleichen
Kesultaten wie die vergangenen Beobachtungen fiihren. Daher stellt
Wittgenstein fest: " Einen Zwang, nach dem Zines geschehen miiBte,
weil etwas anderes geschehen ist, gibt es nicht., Es gibt nur eine

logische Kotwendigkeit." ( 6.37 )

v st P 7 i it




Literatur:
Russell, Bertrand: Linfihrung in die mathematische Fhilosophie,
Wiesbaden

Wittgenstein, ludwig: Tractatus logico - philosophicus,
Schriften 1, FPrankfurt 1989

Wittgenstein, ludwig: Eemerkungen uUber cdie Grundlagen der
fiathematik, Schriften 6, Frankfurt 1989

Whitehead, Alfred North und kussell, EZertrand: Principia

Mathematica, Frankfurt 193¢0




